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２
�解答例�

(1) 　　　　 f (x) = x3 + 3px2 + 3mx

　　　　 f ′ (x) = 3x2 + 6px+ 3m

関数 f (x)は x = αで極大値をとり，x = β で極小値をとるので，2次方程式 f ′ (x) = 0は異な
る 2つの実数解をもつ．

　x · · · α · · · β · · ·
f ′ (x) + 0 − 0 +

f (x) 極大 極小

これより，2次方程式 1
3
f ′ (x) = 0の判別式を D とすると，

　　　　 D
4

= p2 −m > 0 · · · · · · (∗)

この条件のもとで，2次方程式 f ′ (x) = 0を解くと，
　　　　 x = −p±

√
p2 −m

右の増減表より，α < β であるので，α = −p−
√
p2 −m，β = −p+

√
p2 −m

これより，

　　　　 β − α =
(
−p+

√
p2 −m

)
−
(
−p−

√
p2 −m

)
= 2

√
p2 −m

であることと，α，β が f ′ (x) = 0の実数解であることを用いると，

　　　　 f (α)− f (β) =

∫ α

β

f ′ (x) dx = −
∫ β

α

(
3x2 + 6px+ 3m

)
dx

= −
∫ β

α

3 (x− α) (x− β) dx = −3 ·
{
− 1

6
(β − α)

3
}

= 1
2

·
(
2
√

p2 −m
)3

= 4
(√

p2 −m
)3

������������

(2) f (α)− f (β) = 4なので，(1)の結果より，

　　　　 4
(√

p2 −m
)3

= 4

　　　　
(√

p2 −m
)3

= 1

√
p2 −mは実数なので，

√
p2 −m = 1，すなわち p2 −m = 1 (これは (∗)を満たす)

以上より，m = p2 − 1

次に，f ′′ (x) = 6x+6pであることから，f ′′ (x) = 0を満たす xは x = −pであり，f ′′ (x)の符
号は x = −pの前後で変化する．
また，
　　　　 f (−p) = −p3 + 3p3 − 3mp = 2p3 − 3p

(
p2 − 1

)
= −p3 + 3p

であるから，変曲点の座標を (X, Y )とすると，
　　　　 (X, Y ) =

(
−p, −p3 + 3p

)

これより pを消去すると，Y = X3 − 3X を得る．
以上より，曲線 y = f (x)の変曲点の軌跡は，曲線 y = x3 − 3x
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P(x, y, 0) ∠OAP = 30◦ ,




(x, y, 0) �= (0, 0, 0), (x, y, 0) �= (0, 1, 1) · · · [1]
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