
1.

■ 解答例 □

(1) 　 θ = π
6
のとき, f(x) = sin

(
x+ π

6

)
cosx+ 1で「積和の公式」より,

　　　　　

f
(

π
24

)
= sin

(
π
24

+ π
6

)
cos π

24
+ 1

= sin 5
24

π cos π
24

+ 1

= 1
2

{
sin

(
5
24

π + π
24

)
+ sin

(
5
24

π − π
24

)}
+ 1

= 1
2

(
sin π

4
+ sin π

6

)
+ 1

= 1
2

(
1√
2

+ 1
2

)
+ 1

=

√
2 + 5
4
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(2) 　 (1)と同様にして, f(x) = sin(x+ θ) cosx+ 1を変形すると,

　　　　　
f(x) = 1

2
{sin(x+ θ + x) + sin(x+ θ − x)}+ 1

= 1
2
sin(2x+ θ) + 1

2
sin θ + 1

となるので,

　　　　　 f ′(x) = 1
2
cos(2x+ θ) · 2 = cos(2x+ θ)

　 0 � x � π
2
より, 2x+ θのとりうる値の範囲は

　　　　　 θ � 2x+ θ � π + θ

であるので,

( i ) 0 � θ < π
2
のとき, f(x)の増減表は下のようになる.

　　　
x 0 · · · π

4 − θ
2 · · · π

2

f ′(x) + 0 −

f(x)

( ii ) θ = π
2
のとき, f(x)の増減表は下のようになる.

　　　
x 0 · · · π

2

f ′(x) −

f(x)

　 ( i ), ( ii )より, どちらの場合においても, f(x)は x = π
4

− θ
2
で最大となることがわかる.

 

 



　よって, f(x)の最大値 g(θ)は,

　　　　　

g(θ) = f
(
π
4

− θ
2

)

= 1
2
sin π

2
+ 1

2
sin θ + 1

= 1
2
sin θ + 3

2

　したがって, 定積分
∫ π

2

0

θg(θ) dθを計算すると,

　　　　　

∫ π
2

0

θg(θ) dθ =

∫ π
2

0

θ
(
1
2
sin θ + 3

2

)
dθ

=

∫ π
2

0

θ
(
− 1

2
cos θ + 3

2
θ
)′

dθ

=

[
θ
(
− 1

2
cos θ + 3

2
θ
)]π

2

0

−
∫ π

2

0

(
− 1

2
cos θ + 3

2
θ
)

dθ

= π
2

· 3
4
π −

[
− 1

2
sin θ + 3

4
θ2

]π
2

0

= 3
8
π2 + 1

2
− 3

4

(
π
2

)2

= 3
8
π2 + 1

2
− 3

16
π2

= 3
16

π2 + 1
2
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2: a 0 y= f(x)

x = 1¡ 1
a

f(x) = a2x2 ¡ 2a(a¡ 1)x+ 2

= a2Sx¡ #1¡ 1
a ;k2 ¡ a2 + 2a+ 1

y= f(x) a2 > 0

x= 1¡ 1
a

n

f(n) = a2n2 ¡ 2a(a¡ 1)n + 2

= a2Sn ¡ #1¡ 1
a ;k2 ¡ a2 + 2a+ 1

f(n) y = f(x)

n 1¡
1
a f(n) m(a)

(1) a = 2 n

f(n) = 4n2 ¡ 4n + 2

= 4#n ¡ 1
2
;2 + 1

m(2) = f(0) = f(1) = 2

f(n) 2 (n = 0; 1)
�����������

[ ] Ý > f(¡2) > f(¡1) > f(0) = f(1) < f(2) < f(3) <Ý

(2) a > 0 n

© a = 1 f(n) = n2 + 2

m(1) = f(0) = 2

© a = 2 (1) m(2) = f(0) = f(1) = 2

© a ¸ 3 # 1
2
< ; 2

3
· 1¡

1
a < 1

m(a) = f(1) = ¡a2 + 2a+ 2

f(n)

X
a = 1 2 (n = 0)

a = 2 2 (n = 0 1)

a ¸ 3 ¡ a2 + 2a+ 2 (n = 1)
�������������������������������������

(3) a < 0 n

© a = ¡1 f(n) = (n ¡ 2)2 ¡ 2

m(¡1) = f(2) = ¡2

© a = ¡2 f(n) = 4n2 ¡ 12n + 2 = 4#n ¡ 3
2
;2 ¡ 7

m(¡2) = f(1) = f(2) = ¡6

© a · ¡3 1 < 1¡ 1
a ·

4
3

# < 3
2
;

m(a) = f(1) = ¡a2 + 2a+ 2

f(n)

X
a = ¡1 ¡ 2 (n = 2)

a = ¡2 ¡ 6 (n = 1 2)

a · ¡3 ¡ a2 + 2a+ 2 (n = 1)
���������������������������������������

 

 



3.

�解答例�

(1) AB = AC = 1，∠CAB = 2θ である三角形 ABCの面積 S1 は，
A

B C

1 1

r

r

r

θ θ

M

　　　　 S1 = 1
2

· 1 · 1 · sin 2θ = 1
2
sin 2θ
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∠CABの二等分線と辺 BCの交点をMとすると，

BM = CM，AM ⊥ BCであるので，0 < θ < π
2
より，

三角形 ABMに注目して，
　　　　 BC = 2BM = 2 ·ABsin θ = 2 sin θ

次に，三角形 ABCの内接円の半径を r とすると，

　　　　 S1 = r
2
(1 + 1 + 2 sin θ) = r (1 + sin θ)

0 < θ < π
2
より，1 + sin θ > 0であるので，

　　　　 r =
S1

1 + sin θ

三角形 ABCの内接円の面積 S2 は，

　　　　 S2 = πr2 =
S1

2

(1 + sin θ)
2 π = sin2 2θ

4 (1 + sin θ)
2 π

�������������

(2) (1)より，

　　　　 S2

S1
=

S1

(1 + sin θ)
2 π = sin 2θ

(1 + sin θ)
2 · π

2

ここで，f (θ) = sin 2θ

(1 + sin θ)
2

(
0 < θ < π

2

)
とすると，

　　　　 f ′ (θ) =
2 cos 2θ (1 + sin θ)

2 − sin 2θ · 2 (1 + sin θ) · cos θ
(1 + sin θ)

4

=
2
(
1− 2 sin2 θ

)
(1 + sin θ)− 4 sin θ cos2 θ

(1 + sin θ)
3

=
2
(
1− 2 sin2 θ

)
(1 + sin θ)− 4 sin θ

(
1− sin2 θ

)

(1 + sin θ)
3

=
2
(
1− 2 sin2 θ

)
(1 + sin θ)− 4 sin θ (1− sin θ) (1 + sin θ)

(1 + sin θ)
3

=
2
(
1− 2 sin2 θ − 2 sin θ + 2 sin2 θ

)

(1 + sin θ)
2 =

2 (1− 2 sin θ)

(1 + sin θ)
2

0 < θ < π
2
より，f ′ (θ) = 0となる θ は，sin θ = 1

2
，すなわち θ = π

6

 

 



　θ (0) · · · π
6

· · ·
(
π
2

)

f ′ (θ) + 0 −

f (θ) (0)
2
√
3

9
(0)

右の増減表より，f (θ)の最大値は，f
(
π
6

)
=

2
√
3

9

以上より， S2

S1
= f (θ) · π

2
の最大値は，

　　　　 θ = π
6
のとき最大値

√
3
9

π
����������������������

 

 



４．
解答例 すべての自然数 nに対して,xn + yn + zn = 1 · · · [1]が成り立つ.

(1) まずは,xn+1 について考える. Sn+1 を 3で割った余りが 0となるための条件は,「Sn を 3で割った余りが 0であり
an+1 = 0または 3となる」または「Sn を 3で割った余りが 1であり an+1 = 2となる」または「Sn を 3で割った
余りが 2であり an+1 = 1または 4となる」であり,これら 3つの事象は互いに排反であるから,

xn+1 =
2

5
xn +

1

5
yn +

2

5
zn =

2

5
xn +

1

5
yn +

2

5
(1− xn − yn) ([1]を用いた)

= −1

5
yn +

2

5
���������

とわかる.

　以上と同様に考えて,

yn+1 =
2

5
xn +

2

5
yn +

1

5
zn =

2

5
xn +

2

5
yn +

1

5
(1− xn − yn) ([1]を用いた)

=
1

5
xn +

1

5
yn +

1

5
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zn+1 =
1

5
xn +

2

5
yn +

2

5
zn =

1

5
xn +

2

5
yn +

2

5
(1− xn − yn) ([1]を用いた)

= −1

5
xn +

2

5
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(2) (1)の結果を用いて,以下の計算を行う. すべての自然数 nに対して

xn+3 = −1

5
yn+2 +

2

5
= −1

5

(1
5
xn+1 +

1

5
yn+1 +

1

5

)
+

2

5
= − 1

25
(xn+1 + yn+1) +

9

25

= − 1

25
(1− zn+1) +

9

25
([1]を用いた)

=
1

25
zn+1 +

8

25
=

1

25

(
−1

5
xn +

2

5

)
+

8

25

= − 1

125
xn +

42

125
�������������

が成り立つ.

(3) S0 = 0として定めると,(x0, y0, z0) = (1, 0, 0)であり,このとき (1),(2)で求めた漸化式は,0以上のすべての整数 n

に対して成り立つ. さらに,b0 = x3·0 = x0 と定めると,(2)で求めた漸化式より,

bn+1 = x3n+3 = − 1

125
x3n +

42

125
= − 1

125
bn +

42

125

すなわち,

bn+1 −
1

3
= − 1

125

(
bn − 1

3

)
(n = 0, 1, 2, · · · )

が成り立つ.

　以上より,0以上のすべての整数 nに対して

bn − 1

3
=

(
b0 −

1

3

)(
− 1

125

)n

=
2

3

(
− 1

125

)n

が成り立ち,すべての自然数 nに対して
bn =

1

3
+

2

3

(
− 1

125

)n
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が成り立つ.

 

 



 

 



 

 


