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�解答例�
実数係数の 2次式 f (x)を f (x) = px2 + qx+ r (p \= 0)とおく．このとき，
　　　　 f (f (x)) + c = p

(
px2 + qx+ r

)2
+ q

(
px2 + qx+ r

)
+ r + c

= p3x4 + 2p2qx3 + p
(
q2 + 2pr + q

)
x2 + q (2pr + q)x+ pr2 + qr + r + c

であるから，条件 (＊)より，

　　　　 (＊＊)





p3 = 1
8

· · · · · · 1©

2p2q = a

p
(
q2 + 2pr + q

)
= b

q (2pr + q) = 0

pr2 + qr + r + c = 0

pは実数であるから， 1©より，p = 1
2
となる．これを用いると，条件 (＊＊)は，

　　　　 (＊＊＊)




q = 2a

q2 + q + r = 2b

q (q + r) = 0

r2 + 2qr + 2r + 2c = 0

よって，条件 (＊＊＊)を満たす実数 q，r，cが存在するような a，bの条件を求める．
条件 (＊＊＊)を満たす実数 q が存在する条件は，

　　　　




(2a)
2
+ 2a+ r = 2b

2a (2a+ r) = 0

r2 + 4ar + 2r + 2c = 0

　すなわち，




r = −4a2 − 2a+ 2b

a (2a+ r) = 0

r2 + 4ar + 2r + 2c = 0

であり，これを満たす実数 r が存在する条件は，

　　　　 (＊＊＊＊)



a
(
−4a2 + 2b

)
= 0

(
−4a2 − 2a+ 2b

)2
+ (4a+ 2)

(
−4a2 − 2a+ 2b

)
+ 2c = 0

以下，2つの場合に分けて考える．

• a = 0のとき
条件 (＊＊＊＊)は，c = −2b2 − 2bと言い換えられて，どんな実数 bに対しても，これを満た
す実数 cは存在する．

• a \= 0のとき
条件 (＊＊＊＊)は，

 



　　　　




−4a2 + 2b = 0

(−2a)
2
+ (4a+ 2) (−2a) + 2c = 0

　すなわち，




b = 2a2 · · · · · · 2©

c = 2a2 + 2a · · · · · · 3©

となり， 2©を満たす実数の組 (a, b) (a \= 0)に対して， 3©を満たす実数 cが存在する．

以上 2つの場合より，条件 (＊)を満たす点 (a, b)全体の集合を座標平面上に図示すると，下図の太
線部になる．

b = 2a2

a

b

O

 



３
�解答例�
1枚の硬貨を投げ，表が出たら 1，裏が出たら 2と記録する試行を繰り返し，n回目に記録された数
字を An とする．

ここで，An = 1，An = 2となる確率はそれぞれ 1
2
である．

記録された数字を左から並べて作る n桁の数 X を Xn とする．つまり，Xn = A1A2 · · ·An

ここで，Xn を 3で割って余りが 0，1，2となる確率をそれぞれ an，bn，cn とすると，
　　　　 an + bn + cn = 1 · · · · · · 1©
Xn を 3で割った余りは，A1 +A2 + · · ·+An を 3で割った余りに等しい．
X1 = A1 であるから，

　　　　 a1 = 0，　 b1 = 1
2
，　 c1 = 1

2

(n+ 1)桁の整数 Xn+1 = A1A2 · · ·AnAn+1 が 3の倍数になる確率 an+1 は，
　　　　「Xn を 3で割って余りが 1かつ An+1 = 2」
　　　　または「Xn を 3で割って余りが 2かつ An+1 = 1」
となる確率であるから，

　　　　 an+1 = bn × 1
2

+ cn × 1
2

= 1
2
(bn + cn) · · · · · · 2©

= 1
2
(1− an) (∵ 1©)

= − 1
2
an + 1

2

変形して，an+1 − 1
3

= − 1
2

(
an − 1

3

)

数列
{
an − 1

3

}
は第 1項 a1 − 1

3
= − 1

3
，公比 − 1

2
の等比数列であるから，

　　　　 an − 1
3

= − 1
3

(
− 1

2

)n−1

すなわち，an = 1
3

{
1−

(
− 1

2

)n−1
}

対称性から bn = cn であるので， 2©より，

　　　　 bn = cn = an+1 = 1
3

{
1−

(
− 1

2

)n}

Xn が 6で割り切れる確率を pn とすると，X1 = A1 であるから，p1 = 0

n � 2のとき，Xn が 6で割り切れる条件は，Xn が 2の倍数かつ 3の倍数である，すなわち，
　　　　「Xn−1 を 3で割って余りが 1かつ An = 2」
であるから，

　　　　 pn = bn−1 × 1
2

= 1
6

{
1−

(
− 1

2

)n−1
}

 



n = 1とすると p1 = 0となるから n = 1のときもこの式は成り立つ．

よって，X が 6で割り切れる確率は， 1
6

{
1−

(
− 1

2

)n−1
}

������������������
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■ 解答例 □

　　　　　 x2 − 2 |x| =




x2 − 2x (x � 0)

x2 + 2x (x � 0)

,　 x2 − 5x+ 7
4

=
(
x− 5

2

)2

− 9
2

より,曲線 C1, C2, 直線 l1 の概形は下図のようになる.

l1

−2 2

3
2

5
2

− 9
2

C1
C2

x

y

O

(1) 　曲線 y = x2 + 2x (x < 0)上の点 (s, s2 + 2s) (s < 0)における接線の方程式は, y′ = 2x+ 2より,

　　　　　 y = (2s+ 2)(x− s) + s2 + 2s = (2s+ 2)x− s2 · · · 1©

　曲線 C2 上の点
(
t, t2 − 5t+ 7

4

)
における接線の方程式は, y′ = 2x− 5より,

　　　　　 y = (2t− 5)(x− t) + t2 − 5t+ 7
4

= (2t− 5)x− t2 + 7
4

· · · 2©

　曲線 y = x2 + 2x (x < 0)と接し, 曲線 C2 とも接するような直線が存在することと, 1©と 2©が一致
するような s, tが存在することが同値であるから,

　　　　　




2s+ 2 = 2t− 5 · · · 3©

−s2 = −t2 + 7
4

· · · 4©

　 3©から s = t− 7
2
となり, 4©に代入すると,

　　　　　 −
(
t− 7

2

)2

= −t2 + 7
4

　　　　　 −t2 + 7t− 49
4

= −t2 + 7
4

　　　　　 ∴ t = 2

　このときの sの値は, s = 2− 7
2

= − 3
2
となり, s < 0を満たす.

 



　曲線 y = x2 − 2x (x > 0)上の点 (u, u2 − 2u) (u > 0)における接線の方程式は, y′ = 2x− 2より,

　　　　　 y = (2u− 2)(x− u) + u2 − 2u = (2u− 2)x− u2 · · · 5©

　曲線 y = x2 − 2x (x > 0)と接し, 曲線 C2 とも接するような直線が存在することと, 2©と 5©が一致
するような u, tが存在することが同値であるから,

　　　　　




2u− 2 = 2t− 5 · · · 6©

−u2 = −t2 + 7
4

· · · 7©

　 6©から u = t− 3
2
となり, 7©に代入すると,

　　　　　 −
(
t− 3

2

)2

= −t2 + 7
4

　　　　　 −t2 + 3t− 9
4

= −t2 + 7
4

　　　　　 ∴ t = 4
3

　このときの uの値は, u = 4
3

− 3
2

= − 1
6
となり, u > 0を満たさない.

　したがって, 点 (0, 0)と異なる点で C1と接し, さらに C2とも接するような直線 l2はただ一つ存在す
る.

【証明終了】

(2) 　 (1)より, 点 Pの座標は P
(
− 3

2
, − 3

4

)
であるから, α = − 3

2
である.

　また, 直線 l2 の方程式は, 2©より,

　　　　　 y = (2 · 2− 5)x− 22 + 7
4

= −x− 9
4

であるから, l1と l2の共有点Qの座標はQ
(
3
2
, − 15

4

)
であり, C1と l1の共有点Rの座標はR

(
3
2
, − 3

4

)

である.

　これより, 曲線 C1の α � x � 3
2
の部分, 線分 PQ, および線分QRで囲まれる図形は, 下図の斜線部

分である.

l1

S

C1

l2

P

Q

R

T

− 15
4

x

y

O

 



　よって, S
(
3
2
, 0
)
, T (α, 0)とし,曲線 C1が y軸に関して対称であることと, α = − 3

2
であることに注

意すると,求める面積は,

　　　　　

(台形 PQSTの面積)− 2

∫ 3
2

0

{
−(x2 − 2x)

}
dx = 1

2

(
3
4

+ 15
4

)
× 3 + 2

[
x3

3
− x2

] 3
2

0

= 27
4

+ 2
(
9
8

− 9
4

)

= 27
4

− 9
4

= 9
2
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