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■ 解答例 □

問 1 　 z = 2(cos θ + i sin θ) (0 � θ < 2π)とおけるので,

　　　　　

z − i
z

= 2(cos θ + i sin θ)− 1
2

{
cos

(
π
2

− θ
)
+ i sin

(
π
2

− θ
)}

= 2(cos θ + i sin θ)− 1
2
(sin θ + i cos θ)

=
(
2 cos θ − 1

2
sin θ

)
+
(
2 sin θ − 1

2
cos θ

)
i

　よって,

　　　　　

z − i
z

=

√(
2 cos θ − 1

2
sin θ

)2

+
(
2 sin θ − 1

2
cos θ

)2

=

√
4 cos2 θ − 2 sin θ cos θ + 1

4
sin2 θ + 4 sin2 θ − 2 sin θ cos θ + 1

4
cos2 θ

=

√
4− 2 sin 2θ + 1

4

=

√
17
4

− 2 sin 2θ

　 0 � θ < 2πより, −1 � sin 2θ � 1であるから,

　　　　　 −2 � 2 sin 2θ � 2

　　　　　 17
4

− 2 � 17
4

− 2 sin 2θ � 17
4

+ 2

　　　　　 9
4

� 17
4

− 2 sin 2θ � 25
4

　　　　　 ∴ 3
2

� z − i
z

� 5
2

　したがって, 求める最大値と最小値は,

　　　　　
˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃
最大値： 5

2
, 　 最小値： 3

2

別解
　三角不等式より,

　　　　　 z − − i
z

� z − i
z

� z + − i
z

　　　　　 z − 1
z

� z − i
z

� z + 1
z

が成り立ち, z = 2より,

　　　　　 2− 1
2

� z − i
z

� 2 + 1
2

　　　　　 ∴ 3
2

� z − i
z

� 5
2

　また, z =
√
2+

√
2iのとき 3

2
� z − i

z
の等号が成り立ち, z = −

√
2+

√
2iのとき z − i

z
� 5

2
の等号が成り立つ.

 

 



　よって, 求める最大値と最小値は,

　　　　　
˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃
最大値： 5

2
, 　 最小値： 3

2

問 2 (1) 　
∫ √

3

0

x
√
x2 + 1 + 2x3 + 1

x2 + 1
dx

=

∫ √
3

0

(
x
√
x2 + 1

x2 + 1
+ 2x3 + 1

x2 + 1

)
dx

=

∫ √
3

0

(
x√

x2 + 1
+ 2x− 2x− 1

x2 + 1

)
dx

=

∫ √
3

0

(
x√

x2 + 1
+ 2x− 2x

x2 + 1
+ 1

x2 + 1

)
dx

=

∫ √
3

0

1
x2 + 1

dx+

[√
x2 + 1 + x2 − log x2 + 1

]√3

0

=

∫ π
3

0

1
tan2 θ + 1

· dθ
cos2 θ

+
√
4−

√
1 + 3− log 4 (∵ x = tan θと置換した)

=

∫ π
3

0

dθ + 4− 2 log 2

=

[
θ

]π
3

0

+ 4− 2 log 2

= π
3

+ 4− 2 log 2
��������������

(2) 　
∫ π

2

0

√
1− cosx
1 + cosx

dx =

∫ π
2

0

√√√√√
2 sin2 x

2
2 cos2 x

2

dx

=

∫ π
2

0

√
tan2 x

2
dx

=

∫ π
2

0

tan x
2

dx

=

∫ π
2

0

tan x
2

dx (∵ 0 � x � π
2
において tan x

2
� 0)

=

[
− 2 log cos x

2

]π
2

0

= −2 log cos π
4

+ 2 log cos 0

= log 2
�����

 

 



2 x y z

N = 9z2 = x6 + y4 ÝÝ©
N

N z

3

9z2 ´ 0 © x6 + y4 ´ 0 ÝÝ1

x y 3 3 0

3 §1

x y x6 + y4

3 3 (§1)6 + (§1)4 ´ 1 + 1 ´ 2

3 3 06 + (§1)4 ´ 0 + 1 ´ 1

3 3 (§1)6 + 04 ´ 1 + 0 ´ 1

1

x y 3 a b

Ux= 3a
y = 3b

©
9z2 = 36a6 + 34b4

32 z2 = 34a6 + 32b4 ÝÝ©0

34a6 + 32b4 ´ 0 z2 ´ 0 ÝÝ2

z 3 z ´ §1 z2 ´ (§1)2 ´ 1

2

z 3 c

z = 3c

©0

32c2 = 34a6 + 32b4

32 c2 = 9a6 + b4 ÝÝ©00

a ¸ 1 b ¸ 1 9a6 + b4 ¸ 10 c2 ¸ 10

c c ¸ 4

c = 4 ©00
16 = 9a6 + b4

a= 1 16 = 9+ b4 b4 = 7

b

a ¸ 2 9a6 + b4 > 16

c = 5 ©00
25 = 9a6 + b4

a= 1 25 = 9+ b4 b4 = 16 Ú b = 2

c c = 5

z z = 3 ¢ 5 = 15
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3 f(x) = x2 log x g(x) = x2 log x¡ 1
1 + 2 log x #x > 1

B

e
;

f0(x) = 2x log x+ x2 ¢ 1x = x(2 log x+ 1) > 0

y = f(x) !t;f(t)9 #t > 1
B

e
; !t; g(t)9

lt

y = ¡ 1
f0(t)

(x¡ t) + g(t)

= ¡
1

t(2 log t+ 1)
(x¡ t) + t2 log t¡ 1

1 + 2 log t

= ¡
1

t(2 log t+ 1)
x+ t2 log t

y= 0 x= t3 log t(2 log t+ 1)

lt x x p(t)

p(t) = t3Q2(log t)2 + log ti # 1B
e
< t · e;

p0(t) = 3t2Q2(log t)2 + log ti+ t3#4 log t ¢ 1t +
1
t ;

= t2Q6(log t)2 + 7 log t+ 1i
= t2(log t+ 1)(6 log t+ 1)

1
B

e
< t · e ¡

1
2
< log t · 1 t2(log t+ 1) > 0

p0(t) = 0 log t= ¡ 1
6

t= e¡
1
6

p(t)

t $ 1B
e
< Ý e¡

1
6 Ý e

p0(t) ¡ 0 +

p(t) (0) & ¡
1

9
B

e
% 3e3

p(t) ¡
1

9
B

e
· p(t) · 3e3
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５
�解答例�

O

A P

Q x

y
z

2点 A

(
0, 0,

√
2
4

)
，P

(
cos θ, sin θ, 1

2
cos θ

)
を通る直線 AP上の点 Qについて，kを実数として，

　　　　 −→
AQ = k

−→
AP

　　　　 −→
OQ−

−→
OA = k

(−→
OP−

−→
OA

)

　　　　 −→
OQ = (1− k)

−→
OA+ k

−→
OP =

(
k cos θ, k sin θ,

√
2 (1− k) + 2k cos θ

4

)

点 Qは xy 平面上の点であるので，z 成分に注目すると，

　　　　
√
2 (1− k) + 2k cos θ

4
= 0

　　　　 (
1−

√
2 cos θ

)
k = 1 · · · · · · 1©

− π
4

< θ < π
4
より，

　　　　 1√
2

< cos θ � 1

　　　　 −
√
2 � −

√
2 cos θ < −1

　　　　 1−
√
2 � 1−

√
2 cos θ < 0

　　　　 1

1−
√
2 cos θ

� 1

1−
√
2

= −1−
√
2

であるので， 1©より，

　　　　 k = 1

1−
√
2 cos θ

(
� −1−

√
2
)

· · · · · · 2©

Q(X, Y, 0)とすると，X = k cos θ，Y = k sin θ

これを用いると， 1©より，
　　　　 k =

√
2k cos θ + 1 =

√
2X + 1 · · · · · · 3©

　　　　 k2 =
(√

2X + 1
)2

　　　　 k2
(
cos2 θ + sin2 θ

)
= 2X2 + 2

√
2X + 1

(
cos2 θ + sin2 θ = 1を用いた)

　　　　 X2 + Y 2 = 2X2 + 2
√
2X + 1

 

 



　　　　 X2 + 2
√
2X − Y 2 + 1 = 0

　　　　 (
X +

√
2
)2 − Y 2 = 1 · · · · · · 4©

また， 2©， 3©より，
　　　　

√
2X + 1 � −1−

√
2

　　　　
√
2X � −2−

√
2

　　　　 X � −1−
√
2 · · · · · · 5©

以上， 4©， 5©より，点 Qの軌跡は，
　　　　双曲線 (

x+
√
2
)2 − y2 = 1の x � −1−

√
2 の部分

�������������������������������������������

であり，xy 平面上に図示すると下図の太線部分である．

−1−
√
2

y = x+
√
2

y = −x−
√
2

1−
√
2

−
√
2

x

y

O

 

 



2025 6 :

2 n , Xn = 1 Yn Xn = 0 Yn Xn = 1 Yn

Xn = 0 Yn an, bn, cn, dn ,pn = an + bn .

, {an}, {bn}, {cn}, {dn} .

Xn+1 = 1 Yn+1 , Xn = 0 Yn ,Xn+1 = 1 Xn = 1

Yn ,Xn+1 = 1 ,

an+1 =
1

2
bn +

1

2
cn · · · [1]

, , 


bn+1 =
1

2
an +

1

2
bn · · · [2]

cn+1 =
1

2
an +

1

2
dn · · · [3]

dn+1 =
1

2
cn +

1

2
dn

(n = 2, 3, 4, · · · ).
[1]+[3] ,an+1 + cn+1 =

1

2
(an + bn + cn + dn) =

1

2
,

pn+2 = an+2 + bn+2 = bn+1 +
1

2
(an+1 + cn+1) ([1], [2] )

= bn+1 +
1

4
=

1

2
(an + bn) +

1

4
([2] )

=
1

2
pn +

1

4
(n = 2, 3, 4, · · · )

,

pn+2 −
1

2
=

1

2

(
pn − 1

2

)
(n = 2, 3, 4, · · · ) · · · [4]

.

,n , {pn} .

n ,p2 = a2 + b2 . , (X1, X2) = (1, 1) ,

p2 =
1

2
× 1

2
=

1

4

.

n (2 ) ,n = 2m m , [4]

pn − 1

2
= p2m − 1

2
=

(
p2 −

1

2

)(1
2

)m−1

= −1

4

(1
2

)m−1

= −
(1
2

)m+1

= −
(1
2

)n
2
+1

pn =
1

2
−

(1
2

)n
2
+1

.

n ,p3 = a3 + b3 . , (X1, X2, X3) = (0, 1, 1), (1, 1, 0) ,

p3 = 2× 1

2
× 1

2
× 1

2
=

1

4

.

n (2 ) ,n = 2m+ 1 m , [4]

pn − 1

2
= p2m+1 −

1

2
=

(
p3 −

1

2

)(1
2

)m−1

= −1

4

(1
2

)m−1

= −
(1
2

)m+1

= −
(1
2

)n+1
2

pn =
1

2
−

(1
2

)n+1
2

.

1
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, pn

pn =




1

2
−

(1
2

)n
2
+1

(n )

1

2
−

(1
2

)n+1
2

(n )
· · · [ ]

( )

2  

 


