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2025 東京科学大学：医歯薬系 数学（歯・保健衛生）　解答例
1

(1)

(2) (1)で描いた I ′ の図はサイコロ I の頂点間の関係を与えたものであるが，(2)以降
では面の間の関係が必要である。そのため，正二十面体の隣同士の面の重心を曲線で結ん
でできる立体について，頂点間の関係を表した図形を新たに描き直すことにする。（なお，
正二十面体と正十二面体の関係性より，新たな図形は正十二面体の頂点間の関係を与えた
ものである。）
このとき，曲線の長さを適宜変えることで，新たに作成する図形は次のような平面の図
形で表すことができる。ただし，白丸として表される点は F1 として固定して考える面に
対応しており，黒丸で表されている点はそれ以外の正二十面体の各面を表している。ま
た，線分で直接結ばれている 2つの黒丸は 2つの面がある辺を共有していることを表して
いる。また，各黒丸のそばにある数字は，その黒丸に対応する面 Fi と白丸でに対応する
面 F1 との間の d(F1, Fi)の値である。
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以上より

P0 = 1
20
:::

，P1 = 3
20
:::

，P2 = 6
20

= 3
10
:::

，

P3 = 6
20

= 3
10
:::

，P4 = 3
20
:::

，P5 = 1
20
:::

である。

なお，以下では d(F1, Fi) = kである点に対応する面 Fi のことを「kの面」と呼ぶこと
にする。このとき，空間図形の対称性より同じ kの面の場合，どの面を取っても同等であ
るから，図を描く際はそのうちの 1つの場合のみを描くことにする。

(3) 余事象である，M ≦ 2となる確率を計算する。
F1 として，(2)の図の白丸の点に対応する面を取った場合を考える。このとき，F2 が

0の面，1の面，2の面のどれに対応するかで場合分けして考える。なお，以下の図では
F2 の面に対応する点を □で囲んでいる。

(i) F2 が 0の面のとき，F3 は右の図の黒丸（10個）
に対応する面であればよい。

□

(ii) F2 が 1の面のとき，F3 は次の図の黒丸（8個）
に対応する面であればよい。

□

(iii) F2 が 2の面のとき，F3 は次の図の黒丸（6個）
に対応する面であればよい。

□

以上より，M ≦ 2となる確率は
1
20

× 10
20

+ 3
20

× 8
20

+ 6
20

× 6
20

= 7
40

であるので，求める確率は

1− 7
40

= 33
40
:::
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である。

(4) まず n = 3の場合を考える。(3)と同様に，F2 がどの点に対応する面であるかで場
合分けして考える。なお，以下の図では F2 の面に対応する点を □で囲んでいる。

(a) F2 が 3 の面のとき，F1 との距離が 3 以上の点
に対し F2 との距離を求め，図に書き入れると右のよ
うになる。
よって，F3 として考えられる面の数は 4つである。

□0
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(b) F2 が 4 の面のとき，F1 との距離が 3 以上の点
に対し F2 との距離を求め，図に書き入れると右のよ
うになる。
よって，F3 として考えられる面の数は 2つである。 □
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1

(c) F2 が 5 の面のとき，F1 との距離が 3 以上の点
に対し F2 との距離を求め，図に書き入れると右のよ
うになる。
よって，F3 として考えられる面は存在しない。

□

2

2 2 2 2

2

1
1

1

0以上より，n = 3のときの求める確率は
6
20

× 4
20

+ 3
20

× 2
10

= 3
40
:::

である。

また，n = 4 のときを考えると，n = 3 のときの
(b) の状況に F4 を追加して条件を満たすことはでき
ない。
一方，(a) の状況に F4 を追加する場合，右の図の

白丸のような取り方を考えることができる。

以上より，n = 4のときの求める確率は
6
20

× 2
20

× 1
20

= 3
2000
:::::

さらに，n ≧ 5のときは (a)の状況ですら F5 をとることはできないので，このときの
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求める確率は

0
:

である。

(5) まず，同一の面が 2回以上出たとするとm = 0となり，不適である。
次に，(2)の図より，正二十面体の任意の面 Aに対し

d(A,B) = 5

を満たすような面 B がただ一つ存在する。このとき，これら A，B の面がともに 1回出
たとするとM = 5となり，不適である。
以上を踏まえ，正二十面体の 20個の面を，次の条件を満たすグループ 10個に分類する
ことにする。

� すべての面は，10個のグループのうち 1つに属する。
� 各グループは 2つの面からなる。
� 各グループの 2つの異なる面 A，B は条件 d(A,B) = 5を満たす。

このとき，サイコロ I を n 回振ったときに出た面のうち，ある 2 つの面 Fi，Fj が
同一のグループに属するならば，d(Fi, Fj) = 0（Fi と Fj が同一の面のとき），または
d(Fi, Fj) = 5（Fi と Fj が異なる面のとき）となるので，条件を満たさない。
ゆえに，条件 1 ≦ m ≦ M ≦ 4を満たすためには，n個の面 F1，F2，· · ·，Fn すべて
が異なるグループの属していなければならないことが示された。
グループの数は 10であることより，n ≧ 11のときこのような選び方は不可能であるか
ら，このときの求める確率は

0
:

である。
一方，n = 10のとき，各グループに属する面がすべて 1つであれば条件を満たすこと
ができる。よってこのときの求める確率は

18
20

× 16
20

× 14
20

× 12
20

× 10
20

× 8
20

× 6
20

× 4
20

× 2
20

= 9!
109
::::

である。
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2
(1) 点 Pの座標を (x, y)とおくと，条件

−→
OP = m

−→
OA+ n

−→
OB

および A(2, 4)，B(3, 7)より{
x = 2m+ 3n · · · 1⃝
y = 4m+ 7n · · · 2⃝

が成り立つ。このとき，m，nは整数より x，y も整数である。
次に， 1⃝， 2⃝を用いて m，n を x，y で表し，x と y が満たす条件を求める。まず

2⃝− 2× 1⃝より

n = −2x+ y · · · 3⃝

となり，この式 3⃝の右辺 −2x+ y は x，y が整数のとき常に整数である。
また， 3⃝を 1⃝に代入して整理すると

2m = x− 3(−2x+ y) = 7x− 3y = 2(3x− y) + (x− y)

m = 3x− y + 1
2
(x− y) · · · 4⃝

である。これより，m，nが整数となるための整数 x，y の必要十分条件は

x，y はともに奇数であるか，ともに偶数である · · · (∗)

となる。
以上より

P1 ∈ L
::::::

(m = 2，n = −1)

P2 /∈ L
::::::

P3 ∈ L
::::::

(m = 9，n = −5)

である。（ただし，m，nの値は 3⃝， 4⃝に x，y の値をそれぞれ代入して計算している。）

(2) (1)の考察より x軸上の点 Pが Lに属するための必要十分条件は，点 Pの x座標
が偶数，であることがわかる。
よって，求める点の座標は

(2k, 0) (k は整数)
::::::::::::::::

と表される。

(3) Lに属する点を，原点 Oに近い方から順に考えることにする。
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まず，原点 Oからの距離が 0である O自身が Lの要素であるが，これらの点を A′ や
B′ とすると −→

0 が現れ，原点 Oを含む 1つの直線上にある Lの要素しか表すことができ
なくなるため条件を満たさない。
次に，O以外の Lの要素で，原点 Oに最も近いものを考えると，Oからの距離が

√
2

である 4点

(1, 1)，(−1, 1)，(1,−1)，(−1,−1)

がこれに当てはまる。そこで，これらの中から 2点をとって条件を満たすことができるか
どうかを考える。
A′ (1, 1)，B′ (−1, 1)とする。このとき

−→
OA = 3

−−→
OA′ +

−−→
OB′

−→
OB = 5

−−→
OA′ + 2

−−→
OB′

と表されるので，集合 Lの定め方より
−→
OP = m

−→
OA+ n

−→
OB

= m
(
3
−−→
OA′ +

−−→
OB′

)
+ n

(
5
−−→
OA′ + 2

−−→
OB′

)
= (3m+ 5n)

−−→
OA′ + (m+ 2n)

−−→
OB′

となり，m′ = 3m+ 5n，n′ = m+ 2nとすれば条件を満たすことができる。
以上より， −−→

OA′ +
−−→
OB′ の最小値は

√
2 +

√
2 = 2

√
2

:::

である。

(4) 以下，複数の ±がある場合はすべて複号任意で取り扱うものとする。
次の条件を満たす，xy 平面上の点 Q全体の集合M について考える。

条件：任意の Lの要素 Pに対して，内積 −→
OP ·

−→
OQが整数になる。

点 Qの座標を (X,Y )とする。
まず，(2)より点 I(2, 0)は Lの要素であり，この点 Iについて

−→
OI ·

−→
OQ = 2X

が成り立つ。−1 ≦ X ≦ 1の範囲でこれが整数になるとき

X = 0，± 1
2
，± 1 · · · 5⃝

のいずれかである。
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また，(1)より点 P1 (1, 1)は Lの要素であり，この点 P1 について
−−→
OP1 ·

−→
OQ = X + Y

が成り立つ。よって， 5⃝の X の値の下でこれが整数になる，−1 ≦ Y ≦ 1をみたす Y の
値は

� X = 0，±1のとき，Y = 0，±1

� X = ± 1
2
のとき，Y = ± 1

2

である。
以下，これらの点 Qについて，一般の Lの要素 Pの場合でも −→

OP ·
−→
OQが整数になる

ことを確認する。
P(x, y)について

−→
OP ·

−→
OQ = xX + yY

x，y は整数であるので，X と Y がともに整数の場合，すなわち

(X,Y ) = (0, 0)，(0,±1)，(±1, 0)，(±1，± 1)

の場合，−→
OP ·

−→
OQは整数である。

一方，(X,Y ) =
(
± 1

2
,± 1

2

)
の場合

−→
OP ·

−→
OQ = ± 1

2
(x± y)

となる。
ここで Pは Lの要素より，(1)の結果 (∗)を用いることができ

x± y は偶数

が成り立つ。
よってこの場合も −→

OP ·
−→
OQは整数である。

以上より，求めるM の要素は

(0, 0)，(0,±1)，(±1, 0)，(±1，± 1)，
(
± 1

2
,± 1

2

)
(複号任意)

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

である。
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3
(1) f(x) = ax とする。このとき，指数・対数の性質より f(x) = ex log a と表すことも
できることに注意する。
f(x)の導関数は

f ′(x) = ex log a log a

であるので，接点の x座標が tである C1 の接線の方程式は

y = et log a(log a)x− tet log a log a+ et log a

である。
これが原点を通るとき

− tet log a log a+ et log a = 0

t = 1
log a

であるので，k と aが満たす関係式は

k = et log a log a

= e log a

a = e
k
e

::

である。
また，t = 1

log a
のとき

f(t) = et log a = e

であるので，接点の座標は(
1

log a
, e

)
:::::::::

である。

(2) C1 と C2 は直線 y = xについて対称であり，原点 Oはこの直線 y = xの上にある。
よって，C2 の接線で原点 O を通るものの接点は，(1) で求めた C1 の接線の接点(
1

log a
, e

)
と直線 y = xについて対称な位置にある。その座標は

(
e, 1

log a

)
:::::::::

である。
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(1)，(2)の別解

(1)，(2)は，C2 の接線を考える (2)の設問から問題を解く方法も考えられる。特にこ
の方法では，少々思いつきにくい式変形

a
1

log a = e

を行うことなく計算できるというメリットがある。以下これを紹介する。
g(x) = loga xとする。このとき，指数・対数の性質より g(x) =

log x
log a

と表すこともで
きることに注意する。
g(x)の導関数は

g′(x) = 1
x log a

であるので，接点の x座標が uである C2 の接線の方程式は

y = 1
u log a

x− 1
log a

+
log u
log a

である。
これが原点を通るとき

− 1
log a

+
log u
log a

= 0

u = e

であるので，接点の y 座標は

log e
log a

= 1
log a

ゆえに，原点 Oを通る C2 の接線の接点の座標は(
e, 1

log a

)
である。
このとき，C1 と C2 は直線 y = xについて対称であり，また原点 Oは直線 y = x上の
点である。
ゆえに，原点 Oを通る C1 の接線の接点の座標は(

1
log a

, e

)
であり，このとき k と aが満たす関係式は

k = e
1

log a

= e log a

a = e
k
e
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である。

(3) C1 と直線 y = x tan 75◦ が共有点 Aをもつとき，直線 y = xについて Aと対称な
点 Bは C2 および直線 y = x tan 15◦ 上の点である。このとき

OA = OB，∠AOB = 60◦

であるので，三角形 OABは正三角形となる。
ゆえに，C1 と直線 y = x tan 75◦ が共有点をもつとき，条件を満たさない。
一方，C1 と直線 y = x tan 75◦ が共有点をもたないとき，C1 は不等式

y > 0かつ y > x tan 75◦

で表される領域に存在する。
これより，C1 を原点中心に −60◦ だけ回転移動した曲線は不等式

y > x tan 120◦かつ y > x tan 15◦

で表される領域 D に存在する。
一方，直線 y = xについての対称性より，C2 は不等式

x > 0かつ y < x tan 15◦

で表される領域に存在し，この領域は D との共通部分が空集合である。
ゆえに，C1 上の任意の点 Pについて，Pを原点中心に −60◦ だけ回転移動した点が C2

上にあることは起こりえないので，三角形 OPQが正三角形となることはない。
これより，条件を満たす k の条件は

k > tan 75◦

であり，(1)で求めた aと k の関係を用いると，aについての条件は

a > e
tan 75◦

e

である。
また，正接の加法定理を利用して tan 75◦ を計算すると

tan 75◦ = tan 45◦ + tan 30◦

1− tan 45◦ tan 30◦

=

1 + 1√
3

1− 1√
3

= 2 +
√
3

である。
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ゆえに，求める aの範囲は

a > e
2+

√
3

e
::::::::

である。

(4) まず，曲線 C1 の x ≦ 0の部分に点 Pをとったとき，3点 O，P，Qを結んででき
る図形が正三角形になることはないことを証明する。
領域 D を，不等式

x ≦ 0かつ 0 ≦ y ≦ 1

を満たす点全体の集合と定めると，a > 1より曲線 C1 の x ≦ 0の部分のすべての点は領
域 D に含まれる。（下図の左側）
このとき，領域 D を原点を中心に −60◦ だけ回転移動してできる領域を D′ とすると，
領域 D′ は不等式

y ≧ 1√
3
xかつ −

√
3x ≦ y ≦ −

√
3x+ 2

で表され，下の右の図のようになる。

1

1 x

y

O

−→

1 x

y

O

ここで，領域 D′ の点で x座標が最大のものは
( √

3
2

, 1
2

)
であるので，領域 D′ は不

等式

x < 1かつ y ≧ 0

で表される領域 D′′ に含まれる。しかし，a > 1より曲線 C2 は領域 D′′ を通過しない。
よって，点 Pを C1 の x ≦ 0の部分にとったとき，∠POQ = −60◦ となるような正三
角形は存在しない。
また同様のことを，領域 D を原点を中心に +60◦ だけ回転移動した領域について行う
ことで，∠POQ = +60◦ となるような正三角形が存在しないことも示される。
ゆえに，点 P を C1 の x ≦ 0 の部分にとったときは正三角形 OPQ を作ることができ
ない。
次に，直線 y = xについて対称ではないような正三角形が存在しないことを証明する。
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上の証明より，三角形 OPQが正三角形となるとき，点 Pは C1 の第 1象限の部分に存
在する必要があり，また直線 y = xについての対称性より点 Qも C2 の第 1象限の部分
に存在する必要がある。
またこのとき，点 Pの x座標を tとおくと，線分 OPの長さは tを用いて√

t2 + a2t

と表され，a > 1よりこれは明らかに tについて単調増加である。
これより，OP = OQを満たすような第 1象限の点 P，Qは，直線 y = xについて対称
であるようなものしか存在しない，つまり，正三角形 OPQで直線 y = xについて対称で
ないものは存在しないことが証明された。
以上より，正三角形 OPQがちょうど 3個となるような k の条件は

k = tan 15◦

であり，(1)を用いてこれを aの条件に直すと

a = e
tan 15◦

e

である。
ここで，(3)より

tan 15◦ = 1
tan 75◦

= 2−
√
3

であるので，正三角形 OPQがちょうど 3個となるような aの条件は

a = e
2−

√
3

e
::::::::

である。


