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1
(1) 2025 = 452 = 34 · 52 より

f(2025) =
5 · 3
45

=
1

3
:

(2) d(pk) = k + 1であるから

f(pk) ≦ f(pk+1)

k + 1√
pk

≦ k + 2√
pk+1

k + 1 > 0,
√

pk > 0より

√
p ≦ k + 2

k + 1
= 1 +

1

k + 1
· · · (∗)

k ≧ 1であるから
√
p ≦ 1 +

1

2
=

3

2

p ≦ 9

4

pは素数であるから p = 2,このとき (∗)を満たすのは k = 1のみである。

(p, k) = (2, 1)
::::

(3) n ≧ 2のとき，nを素因数分解をして,

n = p1
q1× p2

q2× · · ·× ps
qs

と表す。ただし，p1～ps は p1 < p2 < · · · < ps を満たす素数，q1～qs は正の整数である。
このとき,d(n) = (q1 + 1)(q2 + 1) · · · (qs + 1)であるので

f(n) =
(q1 + 1)(q2 + 1) · · · (qs + 1)√

p1q1× p2q2× · · ·× psqs

=
(q1 + 1)√

p1q1
× (q2 + 1)√

p2q2
× · · ·× (qs + 1)√

psqs

= f (p1
q1) f (p2

q2) · · · f (ps
qs)

が成り立つ。これは正の数の積であるため，f(p1
q1)～f(ps

qs)のそれぞれの最大値を考え
ればよい。

f(1) = 1, f(p) =
2
√
p

であるので,p ≧ 5のとき,(2)を繰り返し用いると

f(1) > f(p) > f(p2) > · · · > f(pk)
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が成り立つ。ゆえに，f(n)が最大のとき,nは 5以上の素因数を持たない。したがって，n
は 2,3のみしか素因数として持たず,

n = 2a · 3b (a, bは 0か正の整数)

と置ける。

f(n) = f(2a) · f(3b)

が成立するが，(2) と f(p) =
2
√
p
> f(1) (p = 2, 3) より，f(2a) は a = 2，f(3b) は

b = 1で最大となる。よって，

f(12) =
6√
12

=
√
3

より，n = 12
:::::

のとき，f(n)は最大値
√
3

::
をとる。
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2
(1) C2 の中心を P(2, t)とおくと,C1 の中心 O(0,0)との距離は OP=

√
t2 + 4である。

(i)C2 が C1 に内接するとき√
t2 + 4 + 1 = 3

t = 0

(ii)C2 が C1 と外接するとき√
t2 + 4 = 1 + 3

t = ±2
√
3

(i)(ii)の間にあるときが共有点が 2つのときなので,

−2
√
3 < t < 0, 0 < t < 2

√
3

:::::::::::::::::::::::

(2) C1, C2が共有点を 2つ持つときを考える。(x2+y2−9)−{(x−2)2+(y−t)2−1} = 0

すなわち 2x+ ty = 6 +
t2

2
は C1, C2 の 2つの共有点を通る直線を表す。つまり，これは

直線 lの方程式である．
求める点の座標を Q(a, b)とする。

(i)Pが l上にあるとき

4 + t2 = 6 +
t2

2

t = ±2

であり,Q(2,±2)

(ii)Pが l上にないとき,lは x軸に垂直ではないので,a ̸= 2 が成り立つ。
P,Qは lに関して対称なので

PQ ⊥ l · · · 1⃝かつ PQの中点は l上にある · · · 2⃝

が成り立つ。
1⃝について,t ̸= 0であるので,lの傾きは −2

t
であるから,

b− t

a− 2
=

t

2

2b = at · · · 3⃝

2⃝ について

2 (2 + a) + t(t+ b) = 12 + t2

2a+ bt = 8 · · · 4⃝
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a ̸= 0のとき, 3⃝, 4⃝より

(a− 2)2 + b2 = 4

また a = 0のとき 3⃝より b = 0となるので

2a+ bt = 0

となり, 4⃝を満たさないため不適。

(a− 2)2 + b2 = 4

a ̸= 0, 2のうち b =
t

2
aとなる tが (1)の範囲に存在する部分となる。

(i)(ii)より点 Qは

(x− 2)2 + y2 = 4上の y =
t

2
x (0 < |t| <

√
3)と交わる部分 (ただし原点を除く)

つまり

(x− 2)2 + y2 = 4 (1 < x < 4)

となり，次図の実線部分となる。
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3

f(a) = −a2 + 2a+ 6

∫ 2

0

|x2 − a|dxとおき,aの値で場合分けをする。
(i) 0 ≦ a ≦ 4のとき∫ 2

0

|x2 − a|dx =−
∫ √

a

0

(x2 − a)dx+

∫ 2

√
a

(x2 − a)dx

=−
[
x3

3
− ax

]√a

0

+

[
x3

3
− ax

]2
√
a

=
8

3
− 2a+

4a
√
a

3

より，
f(a) = −a2 + 8a

√
a− 10a+ 16

ここで，√
a = bとおき，

g(b) = −b4 + 8b3 − 10b2 + 16 (0 ≦ b ≦ 2)

とおく。bで微分して
g′(b) = −4b3 + 24b2 − 20b

= −4b(b− 1)(b− 5)

ゆえに，g(b)の増減表は次の通り。

b 0 · · · 1 · · · 2

g′(b) − 0 +

g(b) 16 ↘ 13 ↗ 24

aに対する f(a)の増減も a = b2 = 1で極小となる (0 ≦ a ≦ 1で減少して，1 ≦ a ≦ 4

で増加する)。
(ii) a ≧ 4のとき∫ 2

0

|x2 − a|dx = −
[
x3

3
− ax

]2
0

=− 8

3
+ 2a

より，
f(a) = −a2 + 14a− 16

(iii) a ≦ 0のとき∫ 2

0

|x2 − a|dx =

[
x3

3
− ax

]2
0

=
8

3
− 2a
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より

f(a) = −a2 − 10a+ 16

以上より，y = f(a)のグラフは次のようになる。

よって，y = f(a)と y = k の共有点の数がちょうど 4つになるような実数 k の範囲を
考えることで，求める範囲は

13 < k < 33
::::::::::

である。
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4

−→
OX =

4

5

−→
OA+

1

5

−→
OB = (1, 2,−2),

−→
OY =

2

5

−→
OA+

3

5

−→
OB = (3, 0, 4)

で定まる点 X,Y について , D は平面 OXY 上で, 半直線 OX と半直線 OY の間の部分と
なる。
C の中心を Cとすると,点 Cと直線 OX,OYとの距離はともに 10

√
2となる。

C と OX,OYとの接点をそれぞれ I,Jとすると△OCI ≡ △OCJが成り立つので直線 OC

は ∠ XOYの二等分線となる。直線 OCと線分 XYの交点をMとすると角の二等分線の
性質より

XM : MY = OX : OY = 3 : 5

−−→
OM =

5
−→
OX+ 3

−→
OY

8
=

(
7

4
,
5

4
,
1

4

)

△OXY =
1

2

√
|
−→
OX|2|

−→
OY|2 − (

−→
OX ·

−→
OY)2 =

1

2

√
225− (−5)2 = 5

√
2

Mと OX,OYの距離を r とすると
1

2
(5 + 3)r = 5

√
2

r =
10

√
2

8

より,△COIと相似な斜辺が OMとなる直角三角形の辺の比より

OM : OC = r : 10
√
2 = 1 : 8

−→
OC = 8

−−→
OM = (14, 10, 2)

以上より,円の中心の座標は (14, 10, 2)
::::::::

である。
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5
(1) Pn と Pn+1 は隣り合う頂点であり,P1 =Aであるので
Pn は nが奇数のとき,A,C,Dのいずれか,nが偶数のとき,B,Eのどちらかとなる。
Pn =Aとなる確率を an,Pn =Bとなる確率を bn とする。
nが奇数のとき pn = an，nが偶数のとき pn = bn となる。

(i) n = 2l − 1のとき (lは正の整数)

Pn+2 =Aとなるとき Pn =A,Pn+1 =Bであるか，Pn =Cまたは D，Pn+1 =Bである。
Pn =C または D となる確率は (1 − an) であり，C,D いずれでも Pn+2=A となる確率
は,

1

2
· 1
3
に注意して

an+2 = 1 · 1
3
an +

1

2
· 1
3
(1− an)

an+2 =
1

6
an +

1

6

a1 = 1より

a2l−1 =
4

5

(
1

6

)l−1

+
1

5

(ii) n = 2lのとき (lは正の整数)

Pn+1 =Bとなるのは Pn =Aであるか，Pn =C,Dである。それぞれの推移を考えて

b2l = a2l−1 +
1

2
(1− a2l−1) =

3

5
+

2

5

(
1

6

)l−1

(i)(ii)より

pn =


4

5

(
1

6

)n−1
2

+
1

5
(nは奇数)，

2

5

(
1

6

)n
2 −1

+
3

5
(nは偶数)

::::::::::::::::::::::::::::::::::

(2) Pn =A,Bかつ,Pk ̸= E(k = 1, 2, 3, · · · , n)となる確率を rn とする。
nが偶数のときにしか Eになり得ないことに注意して場合分けをする。
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(i) n = 2lのとき (lは正の整数)

P2k = B (k = 1，2，· · ·，l)であればよい。P2 =Bであり,それ以降は確率 2

3
で 2つ先も

Bになることより

r2l = 1 ·
(
2

3

)l−1

(ii) n = 2l + 1のとき (lは正の整数)

(i)の条件が満たされたうえで,P2l+1 =Aであればよいので

r2l+1 =

(
2

3

)l−1

· 1
3
=

1

2

(
2

3

)l

(iii) n = 1のとき

r1 = 1

以上より,求める条件付き確率は

qn =



1 (n = 1)

1

2

(
2

3

)n−1
2

4

5

(
1

6

)n−1
2

+
1

5

(nは 3以上の奇数)

(
2

3

)n
2 −1

2

5

(
1

6

)n
2 −1

+
3

5

(nは偶数)

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::


