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,BC = AB+ 1 = x+ 1
����

,AB+BC+CA = 6 ,CA = 6− x− (x+ 1) = 5− 2x
�����

, BC−AB < CA < BC+AB, ,1 < 5− 2x < 2x+ 1 ,

,x 1 < x < 2
�������
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AB ·BC cosB = x(x+ 1) · x
2 + (x+ 1)2 − (5− 2x)2

2x(x+ 1)
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x2 + (x+ 1)2 − (5− 2x)2

2
= −x2 + 11x− 12

������������

AB2 ·BC2 sin2 B = AB2 ·BC2(1− cos2 B) = AB2 ·BC2 − (AB ·BC cosB)2

= x2(x+ 1)2 − (−x2 + 11x− 12)2 = 24(x3 − 6x2 + 11x− 6)
������������������
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2
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2

√
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2

√
24(x3 − 6x2 + 11x− 6) ( )

=
√

6(x3 − 6x2 + 11x− 6)
�������������������

f(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6 ,1 < x < 2 ,

f ′(x) = 3x2 − 12x+ 11 = 3
(
x− 6−

√
3

3

)(
x− 6 +

√
3
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3
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3
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√
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x (1) · · · 6−
√
3

3
· · · (2)

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ ↘

,S(=
√

6f(x)) x x =
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√
3

3
������
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√
6f(α) =

√
6α3 − 36α2 + 66α− 36 =

√
(3α2 − 12α+ 11)(2α− 4)− 4α+ 8

=
√
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√
−4 · 6−

√
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√
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II

〔1〕 ア 　 0　　 イ 　 −19　　 ウ 　 2　　 エ 　 −19　　

〔2〕 オ 　 27　　 カ 　 10　　

〔3〕 キ 　 − log (log a)

log a
　　 ク 　 e < a　　

〔4〕 ケ 　 23　　

�解説�

〔1〕　

x · · · 0 · · ·
f ′ (x) − 0 +

f (x) −19

f (x) = ex − x− 20について，
　　　　 f ′ (x) = ex − 1

f ′ (x) = 0となる xは，ex = 1，すなわち x = 0

f (x)の増減表は右表の通りであるので，f (x)は x = 0
�ア
のと

5−20
−19

−19

y = f (x)

x

y

O

き最小値 −19
����イ

をとる．
次に， 方程式 f (x) = 0の解の個数は，y = f (x)と x軸の共有点の
個数と同じであるので，y = f (x)のグラフについて調べる．
　　　　 f (−20) = e−20 + 20− 20 = e−20 > 0

であり，e > 2.718 > 2であることから，
　　　　 f (5) = e5 − 5− 20 > 25 − 25 = 7 > 0

また，f (x)の増減表より，y = f (x)のグラフは
右図のようになるので，方程式 f (x) = 0の解の個
数は 2

�ウ
個である．

さらに，ex は常に単調増加であることから，x < 0

において，ex < e0 = 1

これより，
　　　　 f (−19) = e−19 + 19− 20 = e−19 − 1 < 0

であることから，f (x) < 0を満たす整数 xの中で最小のものは −19
����エ

である．

〔2〕　　　　 27
10

= 2.7 < 2.718 < e < 2.719 < 2.8 = 28
10

であるので， n
10

< e < n+ 1
10

を満たす自然数 nは，n = 27
��オ

である．

また，

　　　　 10
4

= 2.5 < 2.718 < e < 2.719 < 2.75 = 11
4

であるので， n
4

< e < n+ 1
4

を満たす自然数 nは，n = 10
��カ

である．

 

 



〔3〕　

x · · · − log (log a)

log a
· · ·

g′ (x) − 0 +

g (x) 最小

a > 1において，g (x) = ax − x− 20について，
　　　　 g′ (x) = ax log a− 1

g′ (x) = 0となる xは，a > 1より log a > 0であるので，
　　　　 ax log a = 1

　　　　 ax = 1
log a

両辺に底が aの対数をとると，

　　　　 x = loga
1

log a
= − loga (log a) = − log (log a)

log a

g (x)の増減表は右上表の通りであるので，g (x)は x = − log (log a)

log a
�����������キ

のとき最小値をとる．

x
q

p

y = g (x)

y = f (x)

また，方程式 f (x) = 0，g (x) = 0を満たす xで最大のもの
をそれぞれ p，q とすると，a > 1と，g (0) = −19 < 0およ
び g (x)の増減より，q > 0である．よって，q < pが成り立
つための必要十分条件は，f (x)，g (x)の増減より，
　　　　 f (q) < g (q) = 0

すなわち，eq − q − 20 < aq − q − 20

これを整理すると，eq < aq

以上より，e < a
����ク

　　　　
〔4〕〔2〕より， 5

2
< e < 11

4
であるので，

　　　　 f (3) = e3 − 3− 20

<
(
11
4

)3

− 23 = 1331
64

− 1472
64

< 0

　　　　 f (4) = e4 − 4− 20 >
(
5
2

)4

− 24 = 625
16

− 384
16

> 0

であり，f (x)の増減から，3 < p < 4が成り立つ．
これと〔1〕のグラフを合わせると，f (x) < 0を満たす xで整数であるものは，
　　　　 x = −19，−18，· · ·，2，3　　の合計 23

��ケ
個存在する．

 

 



III

〔１〕　ア 2　　 イ 1　　ウ 2　　エ 5　　オ 2　　
〔２〕　カ 2 +

√
5　　 キ 2−

√
5　　ク (−1)n　　ケ 2 +

√
5　　コ 2−

√
5

〔３〕　サ −3

4
　　シ 1

4

■解説□
命題 P

　 p，q，r，sが有理数，かつ αが無理数のとき，p+ qα = r+ sαが成り立つならば，p = r

かつ q = sである．
以下，命題 P を証明する．

（証明）
p + qα = r + sα · · · ©1 が成り立つとき q �= sであると仮定すると，©1 は (q − s)α = r − p，す

なわち α =
r − p

q − s
となるがこの式の左辺，右辺はそれぞれ無理数，有理数であり不合理が生じた．

よって q = sであり，すると©1 は p+ qα = r + qα，すなわち p = r となる．
〔１〕　 an +

√
5bn =

(
2 +

√
5
)n · · · ©2 とする．

©2 の両辺で n = 1として a1 +
√
5b1 = 2 +

√
5を得る．今，a1，b1は有理数なので命題 P によ

り a1 = 2，b1 = 1となる．
©2 より

an+1 +
√
5bn+1 =

(
2 +

√
5
)n+1

an+1 +
√
5bn+1 =

(
2 +

√
5
)(

2 +
√
5
)n

an+1 +
√
5bn+1 =

(
2 +

√
5
)(

an +
√
5bn

)
· · · ©2 ′

an+1 +
√
5bn+1 = (2an + 5bn) +

√
5 (an + 2bn)

となる．今，an，bn，an+1，bn+1は有理数なので命題 P により an+1 = 2an + 5bn · · · ©3 ，bn+1 =

an + 2bn · · · ©4 となる．
〔２〕　©2 ′より cn+1 =

(
2 +

√
5
)
cn · · · ©5 となる．さらに©3 ，©4 から

an+1 −
√
5bn+1 = (2an + 5bn)−

√
5(an + 2bn)

=
(
2−

√
5
)
(an −

√
5bn)

が得られ，これより dn+1 =
(
2−

√
5
)
dn · · · ©6 となる．

©5 ×©6 より，

cn+1dn+1 =
(
2 +

√
5
)(

2−
√
5
)
cndn

= −cndn

 

 



となり，これと c1

(
= a1 +

√
5b1

)
= 2 +

√
5，d1

(
= a1 −

√
5b1

)
= 2−

√
5から得られる c1d1 = −1

より，{cndn}は初項−1，公比−1の等比数列であり，cndn = (−1)n · · · ©7 となる．
©2 より cn =

(
2 +

√
5
)nである．これと©7 より，

dn =
(−1)n

cn

=

(
−1

2 +
√
5

)n

=
(
2−

√
5
)n

となり，an −
√
5bn =

(
2−

√
5
)n · · · ©8 が得られる．(©2 +©8 )÷ 2，(©2 −©8 )÷ 2

√
5より，それ

ぞれ an =

(
2 +

√
5
)n

+
(
2−

√
5
)n

2
，bn =

(
2 +

√
5
)n − (

2−
√
5
)n

2
√
5

を得る．
〔３〕　〔２〕の結果から，

sn =
n∑

k=1

(
ak −

√
5bk

)

=
n∑

k=1

dk

=
n∑

k=1

(
2−

√
5
)k

となり，よって lim
n→∞

sn

(
=

∞∑
k=1

(
2−

√
5
)k

)
は初項 2−

√
5，公比 2−

√
5の無限等比級数である．

√
4 <

√
5 <

√
9より−1

(
= 2−

√
9
)
< 2−

√
5 <

(
2−

√
4 =

)
0 であるからこの無限等比級数は

収束し，その和は

lim
n→∞

sn =
2−

√
5

1−
(
2−

√
5
)

=
2−

√
5√

5− 1

=

(
2−

√
5
) (√

5 + 1
)

5− 1

= −3

4
+

1

4

√
5

となる．
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