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(1) 　 fn(x) = 1− 1
2
enx + cos x

3
より,

　　　　　 f ′
n(x) = − n

2
enx − 1

3
sin x

3
= −

3nenx + 2 sin x
3

6

　 nは自然数で, x � 0より
　　　　　 3nenx � 3ne0 � 3

であり, さらに, −2 � 2 sin x
3

� 2であるので

　　　　　 3nenx + 2 sin x
3

> 0

　よって, x � 0において, 常に f ′
n(x) < 0であるから関数 fn(x)は単調に減少する.

　そして,

　　　　　 fn(0) = 1− 1
2
e0 + cos 0 = 1− 1

2
+ 1 = 3

2

　　　　　 fn(2π) = 1− 1
2
e2nπ + cos 2

3
π = − e2nπ − 1

2
� − e2π − 1

2
< 0

より, y = fn(x)のグラフは x軸とただ 1点で交わることがわかる.

　したがって, 方程式 fn(x) = 0は, ただ 1つの実数解をもつことが示された. 【証明終了】

(2) 　 fn

(
1
n

log 4
)
= 1− 1

2
elog 4 + cos

log 4
3n

= −1 + cos
log 4
3n

� 0より, 0 < an � 1
n

log 4とわかる.

　　　　　 lim
n→∞

1
n

log 4 = 0

であるから, はさみうちの原理より,

　　　　　 lim
n→∞

an = 0 · · · (答)

(3) 　 an は方程式 fn(x) = 0の実数解であるから

　　　　　 1− 1
2
enan + cos

an
3

= 0

　　　　　 1
2
enan = 1 + cos

an
3

　　　　　 enan = 2
(
1 + cos

an
3

)

　ここで, 0 < an < 2πより 0 <
an
3

< 2
3
πであるから, 1 + cos

an
3

> 0であるので

　　　　　 nan = log
{
2
(
1 + cos

an
3

)}

　よって, (2)の結果を用いることにより

　　　　　 lim
n→∞

nan = lim
n→∞

log
{
2
(
1 + cos

an
3

)}
= log {2(1 + cos 0)} = log 4 · · · (答)
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2024 2 :

w1 = f(1)− 3, w2 = f(i)− 1 ,w1, w2

w1 � 1, w2 � 3

.

, {
w1 = f(1)− 3 = −2 + α+ β

w2 = f(i)− 1 = −2 + αi+ β

, α, β ,



α =

1 + i

2
w1 −

1 + i

2
w2

β = 2 +
1− i

2
w1 +

1 + i

2
w2

. ,

f(1 + i) = (1 + i)2 + α(1 + i) + β

= 2i+ (1 + i) ·
(1 + i

2
w1 −

1 + i

2
w2

)
+ 2 +

1− i

2
w1 +

1 + i

2
w2

= 2 + 2i+
1 + i

2
w1 +

1− i

2
w2

= 2 + 2i+
1√
2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
w1 +

1√
2

{
cos

(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)}
w2

, 

w3 =

1√
2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
w1

w4 =
1√
2

{
cos

(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)}
w2

,
f(1 + i) = (2 + 2i+ w4) + w3

.

(1) 2 + 2i+ w4 , ,2 + 2i
3√
2

,2 + 2i+ w4

, ( ).

O

2 + 2i

1
2
+ 1

2
i

,w3 , ,0
1√
2

.

,2+ 2i+w4 , f(1 + i) = (2+ 2i+w4) +w3 , 2+ 2i+w4
1√
2

.

2 + 2i+ w4 ,f(1 + i)

f(1 + i)− (2 + 2i) � 2
√
2

����������������������

,f(1 + i) , ( ).

1

2
 

 

 



O

2 + 2i

(2) (1) ,

f(1 + i) = (2 + 2i+ w4) + w3

� 2 + 2i+ w4 − w3

� 1√
2
− 1√

2
= 0

, 


w3, 0, 2 + 2i+ w4

2 + 2i+ w4 =
1√
2

w3 =
1√
2

2 + 2i+ w4 =
1

2
+

1

2
i w3 = −1

2
− 1

2
i

, ,w3, w4, w1, w2, α, β ,

{
α = −2 + i

β = 3− i

.

,f(1 + i) = 0 α, β 

α = −2 + i
��������

β = 3− i
�������

( )
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■解答例□

　座標空間において考える．
　原点を通り，方向ベクトルが (1，0，0)となる直線を �としても一般性は失われないので，直線 �

をそのように定める．
　点 (a1，a2，a3)を通り，方向ベクトルが (d1，d2，d3)となる直線をmとすると，直線mのベクト
ル方程式は実数 tを用いて，

(a1，a2，a3) + t (d1，d2，d3) = (a1 + td1，a2 + td2，a3 + td3) · · · · · · 1©

と表される．
　ここで，2直線 �，mはねじれの位置にあることから，2直線 �，mの方向ベクトルは平行とはな
らないので，

(d2，d3) �= (0，0) · · · · · · 2©

が成り立つ．また，交点も持つことはないので， 1©より，すべての実数 tについて，
(a2 + td2，a3 + td3) �= (0，0)

が成り立つ．
　さて，直線 �と直交する直線の方向ベクトルは実数 y，z を用いて，(0，y，z) と表される．また，
この直線は �と直交することからこれと �との交点は x軸上にある．これを点 (b1，0，0)とする．こ
れより，直線 �と直交する直線のベクトル方程式は実数 sを用いて，

(b1，0，0) + s (0，y，z) = (b1，sy，sz) · · · · · · 3©

と表される．よって，この直線と直線mが直交するためには，
(d1，d2，d3) · (0，y，z) = 0　すなわち　 d2y + d3z = 0 · · · · · · 4©

が成り立つ必要がある．
(i) d2 = 0のとき
　　 4©は d3z = 0となり， 2©より，d3 �= 0であるから，z = 0を得るので，�とmの両方に直交す
　る直線とmとの交点を考えて， 1©， 3©から，

a1 + td1 = b1 　かつ　 a2 = sy 　かつ　 a3 + td3 = 0

　となる．よって，t = − a3
d3
，b1 = a1 −

d1
d3

a3 となるので， 3©は
(
a1 −

d1
d3

a3，0，0
)
+ sy (0，1，0)

　となり，このような直線は直線mに対して一通りに定まる．
(ii) d2 �= 0のとき
　　 4©より，y = − d3

d2
z となるので，先ほどと同様に考えると， 1©， 3©から，

3

 

 

 



a1 + td1 = b1 　かつ　 a2 + td2 = − d3
d2

sz 　かつ　 a3 + td3 = sz

　となる．よって，t = − a2d2 + a3d3
d22 + d23

，b1 = a1 −
a2d2 + a3d3
d22 + d23

d1 となるので， 3©は
(
a1 −

a2d2 + a3d3
d22 + d23

d1，0，0
)
+ sz

(
0，− d3

d2
，1

)

　となり，このような直線は直線mに対して一通りに定まる．
　以上 (i)，(ii)より，�とmの両方に直交する直線がただ 1つ存在する．

(証明了)

 

 

 



4 C : (x¡ a)2 + y2 = 1 (a > 1)

O

y

x

1

¡1 C (x ¸ a)

a a+ 1

x= a+
C

1¡ y2

O

y

x

1

¡1
C

a+ 1a¡ 1 a

x= a¡
C

1¡ y2
x= a+

C

1¡ y2

(1) C

x = a§
C

1¡ y2

x ¸ a x= a+
C

1¡ y2

C x ¸ a y 2 y = 1 y = ¡1 y

1 V1

V1 =
Z 1

¡1
¼x2 dy = 2¼

Z 1

0
(a+

C

1¡ y2 )2 dy

= 2¼
Z 1

0
(a2 + 1¡ y2 + 2a

C

1¡ y2 )dy

= 2¼T� (a2 + 1)y¡ y3

3
„
1

0
+2a ¢ ¼ ¢ 12 ¢ 1

4
l

= 2¼#a2 + ¼
2
a+ 2

3
;

= 2¼a2 + ¼2a+
4
3
¼

�����������������

(2) C y 1 V2

V2 =
Z 1

¡1
¼Q(a+

C

1¡ y2 )2 ¡ (a¡
C

1¡ y2 )2idy

= 2¼
Z 1

0
Q(a+

C

1¡ y2 )2 ¡ (a¡
C

1¡ y2 )2idy

= 2¼
Z 1

0
4a
C

1¡ y2 dy

= 2¼ ¢ 4a ¢ ¼
4

= 2¼2a

V1 = 2V2

2¼#a2 + ¼
2
a+ 2

3
; = 4¼2a

6a2 ¡ 9¼a+ 4 = 0 ÝÝ©

Ú a=
9¼§

C

81¼2 ¡ 96
12

® =
9¼¡

C

81¼2 ¡ 96
12

¯ =
9¼+

C

81¼2 ¡ 96
12

©

W
®+ ¯= 3

2
¼

®¯ = 2
3
®+ ¯ > 2 0 < ®¯ < 1

0 < ® < 1 < ¯

a > 1 a =
9¼+

C

81¼2 ¡ 96

12
���������������������
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