
〔I〕
(1)　ア 1

165
　　 イ 2

495
　　ウ 2

55
　　エ 3n+ 6　　オ 4

27
　　

(2)　カ √
3　　 キ 5　　ク 2　　ケ 2

√
13　　コ 2

√
7 + 5

■解説□
(1)　 1から 12までの整数から 4数 X1，X2，X3，X4（X1 < X2 < X3 < X4）を選ぶ方法は
12C4 = 495通りだけある．
ア　X1，X2，X3，X4 が公差 3 の等差数列となるようなこれらの組は

(X1, X2, X3, X4) = (1, 4, 7, 10), (2, 5, 8, 11), (3, 6, 9, 12)

の 3個だけある．よって求める確率は 3

495
=

1

165
である．

イ　アと同様に考える．X1(= 5)，X2，X3，X4 が等差数列となるようなこれらの組は

(X1, X2, X3, X4) = (5, 6, 7, 8), (5, 7, 9, 11)

の 2個だけある．よって求める確率は 2

495
である．

ウ　アと同様に考える．X1，X2，X3，X4が公差 d（d � 4）の等差数列となると仮定すると，
X1 � 1であることもふまえ，

X4 = X1 + 3d

� 1 + 3 · 4 = 13

となり，これはn = 4のときX4 � 3 ·4(= 12)であることと矛盾する．これとX1 < X2 < X3 < X4

であることをふまえると，公差は 1または 2または 3 であることが必要となる．
X1，X2，X3，X4 が公差 1 の等差数列となるようなこれらの組は

(X1, X2, X3, X4) = (1, 2, 3, 4), (2, 3, 4, 5), · · · , (9, 10, 11, 12)

の 9個だけあり，公差 2 の等差数列となるようなこれらの組は

(X1, X2, X3, X4) = (1, 3, 5, 7), (2, 4, 6, 8), · · · , (6, 8, 10, 12)

の 6個だけある．アで求めた 3個の存在もふまえると，X1，X2，X3，X4 が等差数列となるよう
なこれらの組は計 9 + 6 + 3 = 18個だけある．よって求める確率は 18

495
=

2

55
である．

エ　 1から 3nまでの整数から n個の数X1，X2，· · ·，Xn （X1 < X2 < · · · < Xn）を選ぶ方法
は 3nCn通りだけある．
ウと同様に背理法を用いると，本問においても公差は 1または 2または 3 であることが必要だ

とわかる．
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X1，X2，· · ·，Xn が公差 1および 2および 3 の等差数列となるようなこれらの組は，それぞれ

(X1, X2, · · · , Xn) = (1, 2, · · · , n), (2, 3, · · · , n+ 1), · · · , (2n+ 1, 2n+ 2, · · · , 3n)

および

(X1, X2, · · · , Xn) = (1, 3, · · · , 2n− 1), (2, 4, · · · , 2n), · · · , (n+ 2, n+ 4, · · · , 3n)

および

(X1, X2, · · · , Xn) = (1, 4, · · · , 3n− 2), (2, 5, · · · , 3n− 1), (3, 6, · · · , 3n)

の計 (2n+ 1) + (n+ 2) + 3 = 3n+ 6個だけある．よって求める確率は 3n + 6

3nCn

である．
オ　エの結果から，

pn+1

pn
=

3(n+ 1) + 6

3(n+1)Cn+1

· 3nCn

3n+ 6

=
n+ 3

n+ 2
· (n+ 1)!(2n+ 2)!(3n)!

(3n+ 3)!n!(2n)!

=
(n+ 3)(n+ 1)(2n+ 2)(2n+ 1)

(n+ 2)(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)

=
(1 + 3

n
)(1 + 1

n
)(2 + 2

n
)(2 + 1

n
)

(1 + 2
n
)(3 + 3

n
)(3 + 2

n
)(3 + 1

n
)

となるから，

lim
n→∞

pn+1

pn
=

1 · 1 · 2 · 2
1 · 3 · 3 · 3

=
4

27

である．

(2)

カ キ ク　式 x2 − 5xy + 7y2 = 3(X2 + Y 2)をX，Y の式に変形すると，

(aX + bY )2 − 5(aX + bY ) · cY + 7(cY )2 = 3(X2 + Y 2)

∴ a2X2 + {(2ab− 5ac)Y }X + (b2 − 5bc+ 7c2)Y 2 = 3X2 + 3Y 2 · · · ©1

となる．

©1 がX, Y についての恒等式となる
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⇐⇒ ©1 があらゆるX, Y に対して成り立つ

⇐⇒





a2 = 3

(2ab− 5ac)Y = 0

(b2 − 5bc+ 7c2)Y 2 = 3Y 2

があらゆる Y に対して成り立つ

⇐⇒





a2 = 3 · · · ©2
2ab− 5ac = 0 · · · ©3
b2 − 5bc+ 7c2 = 3 · · · ©4

である．
©2 かつ a > 0より a =

√
3となる．これと©3 より c =

2

5
b · · · ©5 が得られ，これと©4 かつ b > 0

より
b2 − 5b · 2

5
b+ 7

(
2

5
b

)2

= 3

b2 = 25 ∴ b = 5

となり，さらに©5 より c = 2となる．よって求める a，b，cの値は (a, b, c) = (
√
3, 5, 2)である．

ケ コ

x2 − 5xy + 7y2 = 3 ⇐⇒ 3(X2 + Y 2) = 3

⇐⇒ X2 + Y 2 = 1

であり，これより (X, Y ) = (cos θ, sin θ) （θは任意の実数）とおける．
カ，キ，クの結果から，

x+ y =
(√

3X + 5Y
)
+ 2Y = 7Y +

√
3X

= 7 sin θ +
√
3 cos θ

=

√
72 +

(√
3
)2

sin(θ + α) = 2
√
13 sin(θ + α),

xy =
(√

3X + 5Y
)
· 2Y = 2

√
3XY + 10Y 2

= 2
√
3 cos θ sin θ + 10 sin2 θ

=
√
3 sin 2θ + 10 · 1− cos 2θ

2

=
√
3 sin 2θ − 5 cos 2θ + 5

=

√(√
3
)2

+ (−5)2 sin(2θ + β) + 5 = 2
√
7 sin(2θ + β) + 5

となる．ただし，αは sinα =

√
3

2
√
13
，cosα =

7

2
√
13
，0 < α <

π

2
を満たす実数，βは sin β = − 5

2
√
7
，

cos β =

√
3

2
√
7
，−π

2
< β < 0を満たす実数である．θが任意の実数値をとって動くこともふまえ，x+y，

xyの最大値はそれぞれ 2
√
13，2

√
7 + 5 となる．
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〔Ⅱ〕

■解答例□

(1)　　　 f(0) = 2

∫ 0

0

(
tf(t) + t3

)
dt+ 1 = 1

　　　　　 g(0) = f(0)e0 = 1 · 1 = 1
�

(2)　 d
dx

∫ x

0

(
tf(t) + t3

)
dt = xf(x) + x3 より，

　　　　　 f ′(x) = 2xf(x) + 2x3

������������������

(3)　 (2)より，

g′(x) = f ′(x)e−x2

+ f(x)e−x2

(−2x)

= {2xf(x) + 2x3 − 2xf(x)}e−x2

= 2x3e−x2

�������

(4)　　　 h′(x) = 2xe−x2

+ (x2 + 1)e−x2

(−2x) = −2x3e−x2

��������

(5)　 (3)，(4)より，

　　　　　 g′(x) = −h′(x)

　両辺を xで積分することにより，

　　　　　 g(x) = −h(x) + C（C は積分定数）

　両辺に x = 0を代入すると

　　　　　 g(0) = −h(0) + C

　　　　　 1 = −1 + C

　　　　　 C = 2

　となるから，

　　　　　 g(x) = −h(x) + 2 = −(x2 + 1)e−x2

+ 2

　 g(x) = f(x)e−x2

より，

　　　　　 f(x) = g(x)ex
2

= −(x2 + 1) + 2ex
2

��������������
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［III］
■ 解答例 □

(1) 　曲線 C : y = −ax2 上の点 (t, −at2)における接線の式は, y′ = −2axより,

　　　　　 y = −2at(x− t)− at2 = −2atx+ at2

　よって,

　　　　　傾き：˜̃ ˜̃ ˜−2at , y切片：˜̃ ˜at2

(2) 　接線 y = −2atx+ at2 が点 A
(
a, a+ 1

4a

)
を通るとき,

　　　　　 a+ 1
4a

= −2at · a+ at2

　　　　　 a+ 1
4a

= −2a2t+ at2

　　　　　 4a2 + 1 = −8a3t+ 4a2t2

　　　　　 4a2t2 − 8a3t− (4a2 + 1) = 0

　この tの 2次方程式を解の公式で解くと,

　　　　　

t =
8a3 ±

√
64a6 + 16a2(4a2 + 1)

8a2

=
8a3 ±

√
16a2(2a2 + 1)2

8a2

=
8a3 ± 4a(2a2 + 1)

8a2

=
2a2 ± (2a2 + 1)

2a

= 4a2 + 1
2a

, −1
2a

= 2a+ 1
2a

, − 1
2a

　よって, それぞれの点における接線の傾き (−2at)を求めると,

　　　　　 t = − 1
2a
のとき, 傾き：−2a

(
− 1

2a

)
= 1

　　　　　 t = 2a+ 1
2a
のとき, 傾き：−2a

(
2a+ 1

2a

)
= −4a2 − 1

　傾きが正の接線が �1 であるから,

　　　　　 �1 の傾き：˜1 , �2 の傾き：˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃−4a2 − 1
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(3) 　 (2)の結果より, 点 Pの x座標が − 1
2a
であり, 点 Qの x座標が 2a+ 1

2a
であるから, それぞれの座

標を求めると
　　　　　 −a

(
− 1

2a

)2

= − 1
4a
　　 ∴ P

(
− 1

2a
, − 1

4a

)

　　　　　−a
(
2a+ 1

2a

)2

= −a

(
4a2 + 1

2a

)2

= − (4a2 + 1)2

4a
　　∴ Q

(
2a+ 1

2a
, − (4a2 + 1)2

4a

)

　よって, 直線m1 の式は,

　　　　　 y = (−1) ·
{
x−

(
− 1

2a

)}
− 1

4a
= −x− 1

2a
− 1

4a
= −x− 3

4a

　 a = a0 のとき, 直線m1 が点 Qを通るので,

　　　　　 − (4a0
2 + 1)2

4a0
= −

(
2a0 +

1
2a0

)
− 3

4a0

　　　　　 − (4a0
2 + 1)2

4a0
= − 4a0

2 + 1
2a0

− 3
4a0

　　　　　 (4a0
2 + 1)2 − 2(4a0

2 + 1)− 3 = 0

　ここで, X = 4a0
2 + 1とおくとX > 1であるから,

　　　　　X2 − 2X − 3 = 0

　　　　　 (X − 3)(X + 1) = 0

　　　　　 ∴ X = 3

　よって, 4a0
2 + 1 = 3より a0

2 = 1
2
であり, a0 > 0より, 求める a0 の値は,

　　　　　
˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃
a0 = 1√

2

(4) 　 a = 1√
2
のときの, 点 P, Qの座標と直線m1, m2 の式を求めると,

　　　　　 P

(
−

√
2
2

, −
√
2
4

)
, Q

(
3
√
2

2
, − 9

√
2

4

)

　　　　　m1 : y = −x− 3
√
2

4
, m2 : y = 1

3
x− 11

√
2

4

　また, 直線m2 と C との共有点で Q以外の点を Rとすると, Rの x座標は,

　　　　　 −
√
2
2

x2 = 1
3
x− 11

√
2

4

　　　　　 x2 +

√
2
3

x− 11
2

= 0

　　　　　
(
x− 3

√
2

2

)(
x+ 11

3
√
2

)
= 0

　　　　　 x =
3
√
2

2
, − 11

3
√
2

　　　　　 ∴ x = − 11

3
√
2

= − 11
√
2

6
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よって, 求める面積は下図の斜線部分の面積であり, その面積は,

−
√
2
2

3
√
2

2− 11
√
2

6

m1

m2

P

Q

R

x

y

O

　　　　　

∫ 3
√

2
2

− 11
√

2
6

{
−

√
2
2

x2 −
(

1
3
x− 11

√
2

4

)}
dx

　　　　　　　　　　−
∫ 3

√
2

2

−
√

2
2

{
−

√
2
2

x2 −
(
−x− 3

√
2

4

)}
dx

=

∫ 3
√

2
2

− 11
√

2
6

{
−

√
2
2

(
x+

11
√
2

6

)(
x− 3

√
2

2

)}
dx

　　　　　　　　　　−
∫ 3

√
2

2

−
√

2
2

{
−

√
2
2

(
x+

√
2
2

)(
x− 3

√
2

2

)}
dx

= −
(−

√
2
2 )

6

{
3
√
2

2
−
(
− 11

√
2

6

)}3

+
(−

√
2
2 )

6

{
3
√
2

2
−
(
−

√
2
2

)}3

=

√
2

12

(
10
√
2

3

)3

−
√
2

12
(2
√
2)3

=

√
2

12

(
2000

√
2

27
− 16

√
2

)

=

√
2

12
· 1568

√
2

27

=

˜̃ ˜̃ ˜
784
81
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〔 〕

cn = an − bn の定義と漸化式より，

cn+1 = an+1 − bn+1

=

(
3

2
an − bn

)
−

(
an − 1

2
bn

)

=
1

2
an − 1

2
bn =

1

2
(an − bn) =

1

2
cn

c1 = a1 − b1 =
5

2
− 3

2
= 1 であるから，数列 {cn} は，初項 1，公比

1

2
の等比数列である．よって，

cn =
(1
2

)n−1

an+1 =
3

2
an − bn より bn =

3

2
an − an+1 であるから，

cn = an − bn = an −
(
3

2
an − an+1

)
= an+1 −

1

2
an

この両辺に 2n+1 をかけて， の結果を用いると，

2n+1 an+1 − 2n an = 2n+1 cn = 2n+1
(1
2

)n−1

= 4

αn = 2n an とおくと， の結果より，

αn+1 − αn = 2n+1 an+1 − 2n an = 4

であるから，{αn} は公差 4 の等差数列である．α1 = 2 a1 = 5 より，

αn = 5 + 4(n− 1) = 4n+ 1

したがって，2n an = 4n+ 1 より，
an =

4n+ 1

2n

また，bn = an − cn より，

bn =
4n+ 1

2n
− 1

2n−1
=

4n+ 1

2n
− 2

2n
=

4n− 1

2n

の結果より，
an
bn

=
4n+ 1

4n− 1
= 1 +

2

4n− 1

であるから， (
an
bn

)n

=

(
1 +

2

4n− 1

)n

■解答例□
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ここで tn =
4n− 1

2
とおくと，tn > 0 かつ lim

n→∞
tn = ∞ であり，

2

4n− 1
=

1

tn
，n =

2 tn + 1

4
が

成り立つ．よって，
(
an
bn

)n

=

(
1 +

1

tn

)n

=

(
1 +

1

tn

)2 tn+1
4

=

{(
1 +

1

tn

)tn
} 1

2

·
(
1 +

1

tn

) 1
4

問題文で与えられた結果より lim
n→∞

(
1 +

1

tn

)tn

= eであるから，

lim
n→∞

(
an
bn

)n

= e
1
2 · 1 =

√
e
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