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〔III〕
�解答例�

(1) 三角関数の合成を用いると，

　　　　 fk (x) =
1
n

{k sin (kx) + n cos (kx)} =

√
k2 + n2

n
sin (kx+ θk)

ただし，cos θk = k√
k2 + n2

，sin θk = n√
k2 + n2

である．

これより，Ck > 0に注意すると，Ck =

√
k2 + n2

n
���������

また，tan θk =
sin θk
cos θk

=

n√
k2 + n2

k√
k2 + n2

= n
k
��

(2) 任意の実数 cに対して，
　　　　 sin {k · (x+ 2π) + c} = sin {(kx+ c) + 2kπ} = sin (kx+ c)

より， fk (x+ 2π) = fk (x) なので，関数 fk (x)は連続関数で 2π を周期とする周期関数で
あることから，
　　　　 Fk =

∫ 2π

0

fk (x) dx =

∫ 2π

0

√
k2 + n2

n
sin (kx+ θk) dx

　　　　 =

√
k2 + n2

n

∫ 2π

0

sin (kx) dx · · · · · · (∗)

となるように実数 cをとれる．

ここで，kx = tとおくと，x = t
k
より， dx

dt
= 1

k
であることから，(∗)は，

　　　　 Fk =

√
k2 + n2

n

∫ 2kπ

0

sin t · dx
dt

· dt =
√
k2 + n2

kn

∫ 2kπ

0

sin t dt

　　　　 =

√
k2 + n2

kn

{∫ π

0

sin t dt+

∫ 2π

π

(− sin t) dt+ · · ·

· · ·+
∫ (2k−1)π

(2k−2)π

sin t dt+

∫ 2kπ

(2k−1)π

(− sin t) dt

}
· · · · · · (∗∗)

ここで，l = 1，2，· · ·，k において，cos {(2l − 2)π} = cos (2lπ) = 1，cos {(2l − 1)π} = −1

に注意すると，

　　　　
∫ (2l−1)π

(2l−2)π

sin t dt =

[
− cos t

](2l−1)π

(2l−2)π

= 1 + 1 = 2

　　　　
∫ 2lπ

(2l−1)π

(− sin t) dt =

[
cos t

]2lπ
(2l−1)π

= 1 + 1 = 2

であることから，(∗∗)は，

　　　　 Fk =

√
k2 + n2

kn
· (2k + 2k) =

4
√
k2 + n2

n
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(3) h (x) = x
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(4) (2)と (3)の結果を用いると，

　　　　 lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

Fk = lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

4
√
k2 + n2

n
= lim

n→∞
1
n

n∑
k=1

4

√
1 +

(
k
n

)2

　　　　 =

∫ 1

0

4
√
1 + x2 dx = 2

∫ 1

0

2
√
1 + x2 dx = 2

∫ 1

0

h′ (x) dx

　　　　 = 2

[
h (x)

]1
0

= 2 {h (1)− h (0)} = 2
{√

2 + log
(
1 +

√
2
)}

�������������������

 

 



〔IV〕
(1) 　 AB = (−2, 2, 0), AD = (t− 2, t, a)より,

　　　　　 AB
2
= (−2)2 + 22 = 8, AD

2
= (t− 2)2 + t2 + a2 = 2t2 − 4t+ 4 + a2

　　　　　 AB · AD = −2(t− 2) + 2t = 4

　よって, �ABDの面積 S1 は
　　　　　 S1 = 1

2

√
8(2t2 − 4t+ 4 + a2)− 42 = 1

2

√
4(4t2 − 8t+ 4 + 2a2) =

˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜
√
4t2 − 8t + 4 + 2a2

　 OA = (2, 0, 0), OD = (t, t, a)より,

　　　　　 OA
2
= 4, OD

2
= t2 + t2 + a2 = 2t2 + a2

　　　　　 OA · OD = 2t

　よって, �OADの面積 S2 は
　　　　　 S2 = 1

2

√
4(2t2 + a2)− (2t)2 = 1

2

√
4(t2 + a2) =

˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜
√
t2 + a2

(2) 　 x2

x2 + 2c
= x2 − 2x+ 1

x2 − 2x+ 1 + c
より,

　　　　　 x2(x2 − 2x+ 1 + c) = (x2 − 2x+ 1)(x2 + 2c)

　　　　　 x2{(x− 1)2 + c} = (x− 1)2(x2 + 2c)

　　　　　 x2(x− 1)2 + cx2 = x2(x− 1)2 + 2c(x− 1)2

　　　　　 2c(x− 1)2 − cx2 = 0

　　　　　 c(x2 − 4x+ 2) = 0

　 c > 0より, 求める解は,

　　　　　
˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃
x = 2 ±

√
2

(3) 　
√

6 + 4
√
2 =

√
6 + 2

√
8 =

√
(4 + 2) + 2

√
4 · 2 =

√
4 +

√
2 = 2 +

√
2より,

　　　　　
√
6 + 4

√
2 = m+

√
2 ⇐⇒ 2 +

√
2 = m+

√
2 ⇐⇒ (2−m) + 0 ·

√
2 = 0

　 2−mは整数であるから,

　　　　　 2−m = 0

　　　　　˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃m = 2

 

 



(4) 　�OAD ≡ �OBDであり, �OABの面積は 2であるから, 四面体 OABDの表面積は
　　　　　 2 + S1 + 2× S2 = 2 +

√
4t2 − 8t+ 4 + 2a2 + 2

√
t2 + a2

　ここで, f(t) =
√
4t2 − 8t+ 4 + 2a2 + 2

√
t2 + a2 とおくと,

　　　　　

f ′(t) = 1
2
(4t2 − 8t+ 4 + 2a2)−

1
2 · (8t− 8) + 2 · 1

2
(t2 + a2)−

1
2 · 2t

= 4t− 4√
4t2 − 8t+ 4 + 2a2

+ 2t√
t2 + a2

= − 4(1− t)√
4t2 − 8t+ 4 + 2a2

+ 2t√
t2 + a2

　 f ′(t) = 0のとき

　　　　　 2(1− t)√
4t2 − 8t+ 4 + 2a2

= t√
t2 + a2

となり, 1− t � 0, t � 0, つまり 0 � t � 1において両辺を 2乗すると

　　　　　 4(1− t)2

4t2 − 8t+ 4 + 2a2
= t2

t2 + a2

　　　　　 4(t− 1)2

4t2 − 8t+ 4 + 16
√
2

= t2

t2 + 8
√
2

(∵ a2 = 128
1
2 = 8

√
2)

　　　　　 t2

t2 + 2 · 4
√
2

= t2 − 2t+ 1

t2 − 2t+ 1 + 4
√
2

　 (2)の結果より, この方程式を満たす tは 2±
√
2であるが, 0 � t � 1を満たすのは 2−

√
2である.

　よって, 関数 f ′(t)は連続であり
　　　　　 t < 0で f ′(t) < 0, t > 1で f ′(t) > 0

であるから, y = f ′(t)のグラフは t軸と t = 2−
√
2だけで交わるので, f(t)の増減表は下のようになる.

　　　　　　　
t · · · 2−

√
2 · · ·

f ′(t) − 0 +

f(t)

　 f(t)は t = 2−
√
2で最小となることがわかるので, 最小値を求めると

　　　　　

f(2−
√
2) =

√
4(2−

√
2− 1)2 + 16

√
2 + 2

√
(2−

√
2)2 + 8

√
2

=

√
12 + 8

√
2 + 2

√
6 + 4

√
2

= 2

√
3 + 2

√
2 + 2(2 +

√
2) (∵ (3))

= 2

√
6 + 4

√
2

2
+ 4 + 2

√
2

= 2 · 2 +
√
2√

2
+ 4 + 2

√
2 (∵ (3))

= 2
√
2 + 2 + 4 + 2

√
2

= 6 + 4
√
2

　したがって, 求める四面体 OABDの表面積の最小値とそのときの tの値は,

　　　　　 2 + f(2−
√
2) =

˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃
8 + 4

√
2 (t = 2 −

√
2)
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